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Examen - le 7 janvier 2008
Tous documents interdits, y compris calculatrice et téléphone portable.

Les notations doivent impérativement étre respectées. Les réponses aux questions doivent étre
clairement argumentées mais concises. Les différents exercices sont indépendants, de méme que de

nombreuses questions.

Exercice 1 : Variables aléatoires (sur environ 4 points)
On considere tout d’abord une variable aléatoire (vA) X scalaire, réelle, gaussmnne de
moyenne my et d'écart type o, .

1/ Rappeler I'expression de sa densité de probabilité (ddp).
Soient X et ¥ deux VA scalaires, réelles, gaussiennes, indépendantes, centrées et d'écart type

égal a 1.
2/ Expliciter leur ddp conjointe.
3/ On considére la va Z = XY . Expliciter sa valeur moyenne.

. -¥ .. .. .
4/ On considére lava Z = A-Y - Expliciter sa moyenne ainsi que son écart type.

V2
.. -V X+Y
5/ Expliciter la ddp du couple aléatoire ( J
N

Soient X et ¥ deux va scalaires, réelles, gaussiennes dans leur ensemble, centrées, d'écart

type €gal a 1 et de coefficient de corrélation p . On considére le vecteur aléatoire Z = 4 (Y ), avec

P ( 1 -p }
Ji—p? L0 y1=-p%)
: 6/ Expliciter la ddp du vecteur aléatoire Z .

Exercice 2 : Signaux aléatoires (sur environ 4 points)
1/ Rappeler la définition d’un signal aléatoire (SA) stationnaire au sens strict.

2/ Rappeler la définition d’un S stationnaire au sens large.
Soit x(¢) un signal aléatoire (SA) centré, scalaire, réel, stationnaire au sens strict, de fonction

d'autocorrélation y,, (), de puissance finie et de densité spectrale de puissance (dsp) I, (f).

3/ Expliciter E{x(1))].

4/ Rappeler la définition de y (7) puis cellede I (f).

5/ Exprimer la puissance d'un SA stationnaire en fonction de sa corrélation puts en fonction de sa
dsp.
’ On considére le SA y(¢) = x(¢) cos(2nf,£) ot fd est une fréquence certaine.

6/ Expliciter la fonction d'autocorrélation du sA ().

i 7/ Ce SA est-il stationnaire au sens large ?

e! On considére le Sa z(f) = x(¢) cos(2afyt) + j x(¢) sin(2afyt) ol f, est une fréquence certaine.
i 8/ Expliciter la valeur moyenne du SA z(7)

g 9/ Ce sA est-il stationnaire au sens large ?

{ 10/ Expliciter la dsp du sa z(t) en fonctionde I_(f).
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Exercice 3 : Estimation (sur environ 10 poins)
On considére deux variables aléatoires (vA) X et B, scalaires, réelles, indépendantes,

centrées et gaussiennes, d'écart type respectif o et 0.
1/ Expliciter f5 (&), densité de probabilité (ddp) de la va B.
2/ Expliciter f,,(x,b), ddp conjointe des va X et B.

On considére également lava ¥ = X + B,

3/ Expliciter fy,y., (y), ddp conditionnelle de la va ¥ sachant que la va X est fixée et égale & x .

4/ Donner l'expression de x qui maximise fy,,_.(y) & y donné et est encore l'estimateur au sens
du maximum de vraisemblance (Mv) de X . Explictter l'erreur d'estimation, le biais moyen ainsi que
I'écart type de l'erreur d'estimation de I'estimateur au sens du Mv.

5/ En déduire l'expression de [,y (x), ddp conditionnelle de la va X sachant que ¥ est fixé et
¢gal a y (il n'est pas demandé d'expliciter les termes indépendants de x ).

6/ Donner ['expression de x qui maximise £, y=y(x) Ay ‘donné et est encore I'estimateur au sens
du maximum a posteriori (MAP) de X . Expliciter I'erreur d'estimation, le biais moyen ainsi que
I'écart type de I'erreur d'estimation de l'estimateur au sens du MAP.

7/On démontre que fy,y_, (x) est une ddp gaussienne. Expliciter la moyenne conditionnelle
sutvante E[X/Y = y] (rq: il n'est pas nécessaire de faire le calcul de l'intégrale). Conclure. On
démontrer que E[X /Y = y] est encore I'estimateur bayésien avec un cofit quadratique (MQ).

Soient x(r) et b(f) deux signaux aléatoires, scalaires, réels, stationnaires, indépendants,
centrés et gaussiens, d'écart type connu noté respectivement o, et o, . On observe uniquement leur
somme y(¢) = x(¢) + b(7).
8/ Dans le cas ou la puissance du bruit est faible, proposer un estimateur empirique de x(¢) .
9/ Dans le cas ou la puissance du bruit est grande, proposer un estimateur empirique de x(f) .
10/ Quel est I'estimateur au sens du MV de x(f) ?

11/ Expliciter I'estimateur au sens du MAP de x(¢) .
12/ Quel est I'estimateur bayésien de x(¢) avec cofit quadratique ?
13/ Comparer les estimateurs d'un point de vue biais et puissance de 'erreur d'estimation.

Exercice 4 : F iltrage 2D {(sur environ 2 points) _
Le tableau ci-dessous correspond a une partie d'une image codée en niveau de gris. Calculer

I'tmage obtenue par application d'un filtre du médian 3x3.

51511011520
51101152025
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1011012013030
515130(30|30
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Examen partiel — le 8 novembre 2007
Tous documents interdits, y compris calculatrice et téléphone portable.

Les notations doivent impérativement étre respectées. Les réponses aux questions doivent étre

clairement argumentées mais concises. Les différents exercices sont indépendants, de méme que
certaines quesfions.

Exercice 1 : Variables aléatoires

On considére tout d’abord une variable aléatoire (vA) X gaussienne, scalaire, réelle, de

ennc m et d’écart type o
ﬁappﬁrler ’expression de sa densité de probabilité (ddp).
~ Dans toute la suite, on considére deux va X et ¥ gaussiennes, scalaires, réelles, centrées et
}fj;néme ¢cart type o. On suppose de plus que ces VA sont indépendantes.

2/ Expliciter la ddp conjointe fy,(x,y) des vaA X et ¥ (rappel : tous les résultats doivent étre
Justlf' és).

3/ Onpose Z = ( C Y )T - En déduire 'expression de la ddp f,(z)delava Z.
A partir des vA X et ¥ définies précédemment, on construit lJa va scalaire et complexe
Z=X+jY (avec j* = -1).
@Expliciter la moyenne ainsi que ["écart type o, delava Z.

5/ Expliciter la ddp de la vaA Z uniquement en fonction de z et o,. On dit que la va Z est
gaussienne circulaire.
On suppose de plus les va X et ¥ sont réduites (moyenne nulle et écart type unitaire) et on

.1 : )4
considére maintenant la VA 7 = avec X #0.

/ )Exphcuer £, (z), fonction de répartition de la vA Z, en fonction de la notion de probabilité en
“faisant intervenir lesva X et V.

7 Y
{_:T‘I/Représenter dans le plan ’ensemble des couples (X, ¥') conduisant 4 une valeur de Z = ¥ <z.

{8/ ¥n déduire tout d’abord une expression intégrale de F,(z) en fonctionde fy(x,y).
9/ Exprimer tout d’abord fz(z),ddpdelava Z, en fonction de F,(z).
10/ En déduire ’expression de f5(z).
11/ Vénfier que f,(z) est bien normalisée.
12/ Que peut-on dire de la moyenne de lava Z ?
L’expression de f,(z) va étre retrouvée en considérant le changement de VA suivant :
(XJ——-—> * Y |
Y Z=—
X
13/ Exprimer tout d’abord fy,(x,z), ddp du couple aléatoire (X, Z ), en fonctlon de la ddp du
couple (X, Y).
14/ Expliciter f,,(x,z).
15/ Exprimer f,(z) en fonctionde fy,(x,z).
16/ Retrouver ’expression de f,(z).
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Exercice 2 : Signal aléatoire

r—\ ) .
/%LRappeIer la définition d’un signal aléatoire (SA) stationnaire au sens strict.

/ Rappeler la définition d’un SA stationnaire au sens large.

' onner un exemple de SA stationnaire au sens large.

1
chgj,;)onner un exemple de SA qui n’est pas stationnaire.

5/ Rappeler la définition d’un sa ergodique.

6/ Rappeler la définition d’un sa ergodique a I’ordre deux.

7/ Donner un exemple de SA qui est ergodique a I’ordre deux.
8/ Donner un exemple de SA qui n’est pas ergodique.

On considére dans la suite un sA scalaire.
9/ Rappeler la définition de la fonction d'autocorrélation d'un SA stationnaire ainsi que celle de sa

densité spectrale de puissance (dsp).
10/ Exprimer la puissance d'un SA stationnaire en fonction de sa corrélation puis en fonction de sa

dsp. :
11/ Rappeler la formule des interférences (dans le cas général).
On considére un SA e(t) stationnaire de dsp

ree(f)={f° sil/}<B.

0 sinon.
12/ Quelle est la moyenne du sa e(?) ?
13/ e(t) s'exprimant en Volts et £ en seconde, préciser 'unité de /7.

14/ Expliciter la puissance du SA e(f).

Exercice 3 : Effet de Gigue

On appelle effet de gigue (jitter en anglais) les erreurs aléatoires dues aux fluctuations de la
période d'échantillonnage. Le but de cette partie est d'étudier les effets de ce phénoméne au niveau
de la densité spectrale de puissance (dsp) des signaux échantillonnés. Dans le but de simplifier les
calculs, l'étude va étre menée avec un signal scalaire, harmonique et d'amplitude aléatoire. De plus,
on considére le signal analytique associé. Le signal & temps continu étudi¢ est donc le suivant :

x(t) = Aexp(j2afyt) .
ol ¢ est une variable certaine, f; est une fréquence connue, et 4 est une variable aléatoire (Va)
réelle et centrée de variance o5.

1/ Expliciter tout d’abord la fonction d'autocorrélation de ce signal 4 temps continu puis sa dsp et

représenter son évolution.
On considére le signal échantillonné ou encore a temps discret x, = x(n7,), ou la période

d'échantillonnage T est certaine et vérifie 2f,7,<1. On rappeile que

e

S exp(j21(f ~ fyl,n= 3 8(f = foT, —n).

H=—u H=—00

2/ Expliciter tout d’abord la fonction d'autocorrélation du signal & temps discret x, puis sa dsp.

Modele 1
Dans ce modéle de gigue, le »° instant d'échantillonnage est ¢, =nT, + 4,, o T, est une

grandeur certaine vérifiant 2,7, <1 et les grandeurs 4, (VaneZ) sont des vA décrivant les
erreurs d'échantillonnage. On suppose que les va 4, sont upiformément réparties sur l'intervalle
[-- A,+A] et deux a deux indépendantes. On suppose de plus que les vA 4 et 4, (Vre Z) sont
indépendantes. Le signal échantillonné est alors y, = x(nZ, +4,).

3/ Expliciter tout d’abord la fonction caractéristique ¢ ,(u) delava A4,.
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4/ Expliciter ensuite la fonction d'autocorrélation du signal 4 temps discret y, puis sa dsp.
Modéle 2

1
Dans ce modéle de gigue, le #° instant d'échantillonnage est ¢, =nT, + ZA,— ,ou T, est

J=—00
toujours une valeur certaine vérifiant 2,7, <1 et les grandeurs A4, (Va € Z ) sont des va décrivant
les erreurs d'échantillonnage, uniformément réparties sur lintervalle [— A,+A] et deux 3 deux
indépendantes. On suppose toujours que les VA 4 et A4, (Vne Z) sont indépendantes. Le signal

M
échantillonné est alors z, = x(nTe + ZA 1]-
i=—w

5/ Expliciter la fonction d'autocorrélation du signal & temps discret z, puis sa dsp.
6/ Comparer les dsp obtenues avec les deux modéles.
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UE IST-451 SI
Examen partiel du 2 novembre 2005
Durée 2 heures,
Tout dogument interdit, y compris calculatrice et t&léphone portable

Les notations doivent impérativement’ 8ire respectées. Les réponses auz questiona doivent &re clairement
argumenidzs mais concises, Les différents ezercicas sont indépendanis, de méme que certaines questions.
Ce sujet comporte § pages. Toutes les variables aldatoires (VA) sont réelles et scalaires. La notation
sufvante est utilisde : Fx(x) = Pr{X < 3] pour o fonction de répartition d'une VA X.

Exercice I 1 redresseur mono-alternance

Dans cet exercice, I"tude des propriétés statistiques de la sortie ¥ d'un redresseur mono-alternance
(figura 1) d'entrés X continue est proposés. La diode du redresseur &tant idéale (pas de tenslon de seuil),
la relation llant Pentrée et Ia sortie est donnée par la fonction g, dont la caractéristique est représentée
sur la figure 2 :

y=g{z) =0, sizg0
y=g(z)=2 slz20

Figure 1 ; Schéma du détecteur linéaire Figure 2 ¢ Caractéristique

1 — Sans falre d'hypothése sur la distribution de la variable aléatolre (VA) X, exprimer la fonction de
répartition Fy (y} de la variable aléatoire ¥ en fonction de celle de X 5 Fx (x).

2 = Exptimer Fy(0™) et Fy (0%,
3 — Bn déduire la densité de probabilité de Y, fr(y) pour y <0, puls pour y > 0.

4 - Préciser 'expression de fy (y) en y = 0, en fonction de la probabilité Pr(X £ @]. Puis donner fy(y)
en fonction de la valeur Pr{X < (] et de la fonction fx.

5 ~ Vérifier que
o
[ =1
-t

On consldére que la VA X est gauasienne centrée. On désigne par ox son écart type.
8 = Expliciter la densité de probabilité fx(z) de la VA X,

7 —~ Donner la valeur numérlque de PrlX < 0}, Expliciter la densité de probabilite fy{y) de la YA Y.

. Représenter graphlquement son allure.

8 — Exprimer E[Y], en fonction de ox.

9 - Exprimer E{¥?), en fonction de ox.

10 = En déduire la variance de }a VA ¥ en fonction de I'écart type ox.

Exercice II : Autocorrélation d'un imiteur saturé

Soit X une variable aléatolre {VA) gaussienne centrée d'écart type o,
11 - Exprimer E[X].

12 - Exprimer la densité de probabilité fx(a:) de X

13 - Exprimer leg probabilités : PelX < 0), Pr[X > 0] et P1[X = 0]

Soit 1a VA ¥, définie.par :

oo [ HEX 20
Y”‘“““”’{ L X <0
1 .

14 - Exprimer_Pr[Y = +1] et Pr{Y = -1].
15 — Exprimer E{Y], Fy{y) et fr{y).

Soit maintenant deux VA U et V gaussiennes centrées réelles d'écart type et de coeﬁiclent de corrélation
p. Leur denslté de probabilité conjointe est :

_ 1 1 1 u’+u - 2puy
Juv(u, ) = ol T- 2 exP( 20,2 1=p% )

On pose
' 'P=Pr[U>0;V>0]

16 — Exptimer P-en fonction de fuv{n,v) sous forme d'une intégrale.

17 = Exprimet Pr(/ < 0;V < 0] en fonction des données du probléme, puts exprimer Pr{UV < 0] et
Pr[U >0V <0].

- lquestion plus difficile : un certain nombre da questions suivantes n'utilisent pas le résultat de cette
queatlon}. Dang cette question uniquement on suppose que les variables aléatoires sont décorrélées. Que
peut-on dire de la densité de probabilité conjointe fuy (1, v), Donner la valeur numérique de P puls de
Pr((V.U) € 8(8: A8)), ot S(Bg,Af) est le secteyr a.ngulaire délimité par les angles 8 et 6 + A8, avec
0 < Af < 2 et ¥8;, comme Indiqué sur la fignre 3 :

%
fa¥:)

By

ol

Figure 3 : Secteur angulaire S(fy, Af)

Dana fe cas général ofl les variablw {/ et V ne sont pas décorrélées on considére le changernenl. de variable
suivant ¢

=a—\1/§ ,_1_p2(u—p.u)
T=mu

19 - Quelle est l'image par cette transformatlon du quadrant u > 0 et v > 0,
20 — Exprimer frs(r,s) en fonction de fyy(u,y), Puis denner son expression littérale. On pourra re-
marquer pour cela que
u? 4 0% - 2pne = {u - o)+ (L= P00
Conclure quant & I'indépendance et 4 [a corrélation des VA R et 5.

21 - D'aprés la question précédente. donner sans calen! la densité de probabilité ma.rgma.le de chacune
deg variables R et 5.




e "sz ~ En déduire une des expressions de P suivantes :
o | 1 1 1 1 L1 P
H . P = = ~ —Arccos(p) = = + —Aresin(g) = ~ + —Arctan | —=zme
lL. 2 Ir 4 2r - 4" 2r fT=p%

Soit z(t) est un signal aléatoire gaussien, stationnaire su sens large, réol et contré, de fonction d’autocor- .
rélatlon vz-(7). On considére un limiteur saturé dont la sortie est donnée par :

e +1a's(t) 20
t) = t)) =
v) = signe (a(t) { ~Lsi2(6) <0

L'objectif de la suite de cet exercice est d'cbtenir en fonction de la fonction d'autocorrélation y.2(7) celle

du signal aléatoire y{£). :

23 - Caleuler l'espérance E [y{t)].
P24 — En décomposant les 4 cas (selon les signes respectifs de z(t) et z(f = 7)), et en raisonnant par
1 symétrie, montrer que : '

Ely(tly{t - 7)) = 4P -1
Vot P est défini par 1 P = Priz(t) > 0;z(t - 7) > 0}

{25 < En utilisant les résultats précédents, montrer que :

(T} = %Arcsin (1::2;;)
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UE IST-451 SI
Elétments de correction de l‘exsmen partiel du 2 novembre 2005

Ce document tegroupe des élégments de correction de 'examen partiet. Cela z ne constitue pas une
correction complate.

Exercice L : redresseur monc-alternance
Fely) =0, siy<0
Frly) = Fx(s), siy20
2 — Fy(07) = 0 et Py (0%} = Fe(0*) = Fx(0) = Pr[X < 0], comme X est continue,

3o friv) =0, dy<0
fr) =Ix(w) sy >0

4 - A cause de la discontinuité de la fonction Fy en i = 0, d’amplitude Fx (0) —.0, la densite de probabilité
[y présente une impuision de Dirac de poids Pr(X £ 0j= Fx(0) en y =0.

+ o0 00 +oa
s— [ ety = fo  IFX(0)5) + fxta)ldy = Fx(0) + fn Fxlgdy = Fx(0) +1= Fx(0) = 1.

. 1 2
8= fx{z) = = exp ( 26){)
7T-PriX<0)= %

frly) = —J(y) + 7:-.—-—-— ( ¥ ) u{y), avec u(y) la fonction d'Heavyside.

= d; 5 d ! ~—2 dy. Le ¢h, nt de va-
8 ~ElY] = = - e — e &) - v . angement
St e meennet

=0

v xid bgral E(Y du = SEK [ - eme]
riable © = 5;'; sur la deuxiéme int g'r e donne : Ef] ] ¢_ exp(—u) u = \(—ﬁ[—e Te =
ox
Ve

2

Bir) = [ st = [ grtsrr s [ ven (<) du = % ac defiion
—oe 2 WarJo 20‘} 2
[ e S —

de )a variance de la variable aléatoire X .an

1 1
10 - o} =E{Y*] ~E¥} =3 (1-;) o

Exercice II : Au_tocarré]atlon d*un limiteur saturé

11 = X est centrée donc BfX) =
‘ 1 z?
12-!x($)=—2';;8x9 -ﬁ .

13 -PiX <0l=PiX >0 = . et Pr{X =0} = 0, comme X est continue.

1
14— PelY = +1] = Pe{X > 0) = § et Prl¥ = ~1] = Pr[X <0} = 5.

15 - BlY] = (-1} + 5(+1) =0,
fiy<-1,
Fely) = si ~ly<l,
sil<y

fr) = 36y + 1) + 58l = 1)

e =]

+oa 400 -
18 ~-P= / f Juv (4, v)dudy.
o Jo

17 - Comme fyy{~u,~v} = fuv(u,v), Pr[l/ <0;V. < 0]
Comme fyv(u, =v) = fuv(~u, v}, o
PrlUV <0} = 1-2P. .

Pr{t/ > 0,V < 0] = Pr{l/ < O; Vo= -Pr{UV <0) = —(1-21:)

18 - Les variables aléatoires I/ et 1/ sont décorrélées et gaussiennes, donc indépendantes. La densité
de probabilité conjointe est donc égale au produit des densités de probablht.e marglnales foviu,v) =
fu(u)fv(v)

1.1 1
P= fu(u)du X f Jr(v)do = FXg=g
Commue les variables aféntolrea U et V sont Indépendantes et de mébme écart type, 1l ¥ 8 isotropie des

probabilités dans le plan (U, V] Pr[(hV) e S(GO,AG)] est done proportionnel & l'angle de ce secteur
angilaire : A&

Pr[(U,V) € $(80; A8)] = —

' r>0
18 - { u ;g correspond au secteur délimité par Jes inégalités ¢ o __ _PT .
v . A= gt
20 - On utilise la relation de changement de variables aléatoires dans le cas bijectif :

fas(ris) = fuv (w\/‘\/l— +r'o'p\/_,rcf) X |J|t

85 s 1 =¢ i
_| 3 B =-dfv'l—p’ av2 102 | _ L
eelll=lor or 0 I N e
8u du a2
‘soit frslr e} = = exp(-‘r2 — %), frs est un produit de fonctions dépendantes respectivement de r &t 3.

Les variables R et S sont indépendantes, elles sont donc décorrélées,

21 — La densité conjolnte frg peut se décoriposer en produit de deux fonctions séparables exponen-
tielles, Les variables aléatoires R et § ayant méme role, les constantes sont {dentiques pour les densntes
marginales :

Is{9) = % exp(=12) et fa(r) = % exp(—r?).

+oa . +oo
Par caleul et par-définition,on pourrait obtenir fr(r) = f [re(r, s)ds = ;lr-exp(—-r?) f exp(~s3)ds.
—0 oo

Soit fa(r} = ;lr‘exp(—"z)"g = —V}F-Eexp(—r’).
De la méme manlére fs(s) = % exp(=~s%)

22 = La probabilité P est lide & l’angle o défini parla figure 1: P = = (F- - a) avec o € [ %, %}

3
Ry

a>fsig<let a<0sip> 0 Dans les deux cas,onales 3 relaf.ions stivantes : tang =

sina = ~pet cosar = /1~ p%




" Figure 1 : Secteur angulaire

Donc

1 1
e
= -%- + E-Arcsmp L .
= ;Il-+ 21 (E --Arcoasp) = -2-— a-EArccosp
= --Arcta,n 2
4 1= p?

123 ~Efy()] =0,
24 — Leg valeurs du signal aléatoire = aux instants ¢ et ¢ ~ 7 sont des variables aléatoires. En posant
E U = z(t) et V = x(4 ~ 1), on peut.utiliser le raizonnement des questions précédentes :

‘ E[y(t)y(t ""F')] = (+1}% [Pr[z(t) 50,z(t-1) > 0] Prla{t} < 0,2(t = 7) < 0]]
=1y % [Pr[f-(ﬂ) <Ozt —7) > 0]+ Prz(t) 3 0,z{t - f) < 0]]
Wyt -r) =2x P~ (1~2xP)mdxP =1

. I 25 ~ () = Ely(ely(t - r)] = 4 x -‘-— (1r Arecosp(T)) —1= .12? (% B Arccosp(r)) = % x Arcsin(g{1))

_ Bls(tz(t=r) . TH(")
. avec p(T) = D[:‘:’ WIEE =) T Yael0)
'T::(T

Donc Te(T) = ;Arcsm e (0)
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' Examen ~ le 5 janvier 2006
Tous docg;gments interdits, y compris caleulatrice et téléphone portable,
Les notations doivent|impérativement étre respectées. Les réponses aux questions doivent étre
clairement argumentées mais concises, Les différents exercices sont indépendants, de méme que
f certaines questions.

Exercice 1 : Variables aléafoire

- Soit: ¢ une variable aléatoirs (va) scalaire et réelle de densité de probabilits (ddp)
quelcongue. On considére les VA X' et ¥ défines par X = cosg et ¥ =sing.
1/ Discuter de I'indépendance des va X et ¥,
¢ est maintenant une VA untformément répartie entre 0 et 7,
2/ Expliciter f;(p), ddpdela va ¢.

3/ Préciser ot se trouvent dans le plan les points correspondants & différentes rdalisations du couple
aléatoire (X, ¥). .

4/ Sans faire de caleuls et par un raisonnement simple, préciser la valeur moyenne m, delava
X ainsi que fe signe de la valeur moyenne my delavA ¥,

1+cos29 1-cos28

On rappelle que cos® 4 = , sin? g = — et sin28 =2sindcosF.

S5/ Celeuler 7y, ainsi que {'écart type o, delava X,

6/ Caleuler m, ainsi que E[Y?] puis oy, écarttypede lava 7,
7/ Discuter de 1a corrélation des va X et ¥,

Exercice 2 : Filtrage

Tous les signaux considérés sont A temps continu, scalaire et réel.
{1/ Question de cours: Qu'appelle-t-on filtre adapté ? Préciser la démarche permettant de
déterminer l'expression du filtre adapté (il west pas slemandé¢ de faire toutes les démonstrations).
2/ Rappeler la formule des interférences (préciser fes notations).

3/ Soit b(r) un signal aléatoire stationnaire de puissance finie P, et densité spectrale de puissance
(DSP) 13, (f). Expliciter Py en fonetion de I3,(f).

4/ Ce signal est filtré par un filtre linéaire (FL) de réponse en fréquence H(f). Soit & () le signal
en sortie du filtre. Expliciter sa puissance Pb; .

5/ On suppose maintenant que »(#) est un bruit blane de psp Iy, Ce signal est filtré par un FL de
réponse en fréquence H(f) et de réponse impulstonnelle k(r). Expliciter F, = puissattce du bruit

filtré, en fonction de I et f:[H( f’)]2 df. Explicifér ensuite £, en fonction de [ et de

[l ae. ' .

6/ Soit x(r) un signal déterministe. Ce signal est fltré par un FL de réponse impulsionnelle A(r).
Soit y(f) le signal en sortie du filtre. Expliciter, sous intégrale, y(7) en fonction du signal d'entrée.

Dans toute la suite x(f) =u(t)—u(r~T), u(r) étant le signal échelon d'Heaviside (u(t) =1 si
$>0 et u(t)=0 sinon). Dans un premier temps on suppose que A(f) = x(T ~1).

1

7/ Représenter I'évolution de x(r) puis de A(t). Déterminer l'expression de »¥T).

Soit e(t) = x(1)+b(z), 0 b(f) est un bruit blané de psp Ty et x(r) ost le signal utile définj . -

an signal x(?) ; sa réponse "

précédemment. Le signal o(f) est filtrs hpar le filtre adapté
impulsionnelle est alots ()= x(T ~1). On note H(f} la réponse en fréquence du fltre, Pyl

signal utile en sortie du filtre et & £(£) le bruit en sortie du filtre. La puissance du bruit en sortie du -
filtre est notée 7y . : o

2
8/ Déterminer l'expression de p_, =2 l(’T) -,
b’ T,
Le filtre adapté est approchd par un 2L de réponse impulsionnelle hj;r_. = I—exp(— H)u(®) -
‘ - S
ES‘I Justifier cette approximation. S
10/ Déterminer 'expression de Py, puissance du bruit en sortie du filtre, ainsi que celle de y,(T),. " "~
signal utile en sortie du filtre & linstant t= T, ' ' L
2
11/ Onpose ppo = YrcTY”
Fre

La figure 1 représente Iévolution de la fonction f(x) = 2x(1 —exp(~ /%)) et la figure 2 un :
zoom de cette fonction autour du maximum, :

- Quel estle nom de pp. ? Bxprimer Pre enfonctionde ¢, T et I‘[)t';"""':'

0. y - , ,
e: : 0.815 - i A
0.7 0.31 X i
0.6 0.805

5 03 =08

*:5: 0.4 1w
03 0.795 -

0.2 0.79
0.1 6,785 F Lo oo
0

¢ 20 40 60 - B0 100 0.6 0.7 OJ.CS 0.5 1 L1
x

Figure 1 ~ Evolution de Ia fonction y(x) Figure 2 — Zoom
12/ Donner une expression approchée de r en fonctionde T maximisant ppe..

13/ On précise que (1/1/-2_)”]'69 =0,8146. Préciser la perte en dB de performance due a
l'approximation du filtre adapté,

Exercice 3 : Estimateur quadratique
On considire une variable aléatcire (VA) scalaire et réelle ¥ de densité de probabilits (ddp)
conditionnelle ‘ : A
Frix=s (V) = xexp(-p}u(y), _
ol u(y) est le signal échelon dHeaviside (u(y)=1 si y>0 et u(y) =0 sinon) et X estun’
paraméire scalaire, réel, inconnu et aléatoire de ddp ‘ '
(%)= crexpl- ex)u(x),




avee a >0 conaw On cherche 4 estimer le paramétre aléatoire scalaire et positif X A partir de ‘[
" I'observation de la grandeur sealaire ¥, On rappelle que I'estimateur bayésien avec colit quadratique

Xy est défini par £, = E yjrey [X].

1/ Justifier le signe de . '

2/ Expliciter la valeur méyennie de Ja va'X . : :

3/ Expliciter fip(x,1), ddp conjointe des VA X et ¥, puis Jy(»), ddp marginale de ¥,

4/ Expliciter fyyy.,(x), ddp conditionnelle de X' sachant que ¥ estfixé égald p.

5/ En déduire expression de .X, o+ Caleuler ensuite sa moyenne.
[6/ Proposer au moins un autre estimeteur bayésien, Comparer ces estimateurs,
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